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GEORGE POLYA (1887-1985) es famoso
entre los matematicos por sus ideas so-
bre resolucién de problemas. Sus con-
ferencias sobre este tema en la Univer-
sidad de Stanford atraian a multitudes
a las cuales él llevé al borde de sus
asientos, conduciéndolos a descubrir
las soluciones por si mismos. El era ca-
paz de hacer esto debido a su pro-
fundo conocimiento de la psicologia
de la resolucién de problemas. Su co-
nocido libro How to solve it ha sido tra-
ducido a 15 idiomas. Dijo que Euler
(véase la pagina 292) fue el tnico
grande entre los matematicos, porque
explicd como encontraba sus resulta-
dos. Polya dice a menudo a sus alum-
nos y colegas: "Si, veo que la demostra-
cion es correcta, pero ;como lo
descubrio?" En el prefacio de How to
solve it, Polya escribe: "Un gran descu-
brimiento resuelve un gran problema,
pero es un grano de descubrimiento
en la solucion de cualquier problema.
Usted puede ser modesto, pero si desa-
fia su curiosidad y pone en juego sus
facultades inventivas, y si lo resuelve
por sus propios medios, puede experi-
mentar la tension y disfrutar el triunfo
del descubrimiento".

ANRONENNl PRINCIPIOS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

La capacidad para resolver problemas es una habilidad muy apreciada en muchos aspec-
tos de la vida. Sin duda, es una parte importante de cualquier curso de matemdticas. No
existen reglas rigidas ni de aplicacién inmediata que aseguren el éxito en la solucién de
problemas. Sin embargo, en este prélogo se propone una estrategia general que, regular-
mente, se sigue y que puede verse como componente de un proceso util para resolver
problemas de Precélculo. Este proceso explicita el sentido comiin y se apoya en el texto de
George Polya, How To Solve It.

1.Entender el problema

Lea el problema con sumo cuidado y asegtrese de entenderlo. Higase las siguientes pre-
guntas relacionadas con el problema que desea resolver:

;Qué se desconoce?
Qué cantidades se conocen?
¢ Cudles son las condiciones dadas?

Para muchos problemas, es ttil
dibujar un diagrama

e identificar las cantidades, tanto conocidas como desconocidas, dentro del diagrama. Por
lo general, es necesario

Proponer una notacion adecuada

en la eleccién de los simbolos para las cantidades desconocidas. A menudo se usan las letras
a, b, c, m, n, x, y, aunque en algunos casos, ayuda utilizar las iniciales como simbolos su-
gerentes, por ejemplo, V para el volumen o ¢ para el tiempo.

2.Piense en un plan

Encuentre una conexién entre la informacién dada y la desconocida que le permita calcular
la cantidad desconocida (incégnita). A menudo es ttil preguntarse: ;Cémo puedo relacionar
lo conocido y lo desconocido? Si no puede ver una conexién inmediata, pueden ser ttiles
las siguientes sugerencias:

Xvii
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» Trate de reconocer algo familiar

Relacione la situacién dada con los conocimientos previos. Observe la incégnita y trate de re-
cordar un problema que haya resuelto antes, que tenga caracteristicas parecidas a lo que busca.

» Trate de reconocer patrones

Ciertos problemas se resuelven mediante el reconocimiento de algun tipo de patrén o con-
ducta repetitiva. El patrén puede ser geométrico, numérico o algebraico. Si puede percatarse
de la regularidad o repeticion conductual en un problema, entonces serd capaz de adivinar
cudl es el patrén y ensayarlo.

» Use analogias

Trate de pensar en un problema andlogo, un problema similar o relacionado, que tenga un
nivel de dificultad mds bajo. Si puede resolver el problema similar, mas simple, entonces
le puede dar pistas para resolver un problema mads dificil. Por ejemplo, si un problema
implica un nimero muy grande, puede intentar resolver un problema similar con un nu-
mero menor. Si el problema estd en tres dimensiones, puede empezar el andlisis con uno
de dos dimensiones. Si el problema a resolver es de cardcter general, puede empezar por
un caso particular.

» Introduzca algo adicional

A veces es necesario introducir algo nuevo, una ayuda extra, para hacer la conexién entre
lo conocido y lo desconocido. Por ejemplo, en un problema para el cual un diagrama es til,
la ayuda podria ser una nueva linea dibujada en el diagrama. En un problema mas algebraico la
ayuda podria ser una nueva incégnita que se relaciona con la incégnita original.

» Tome casos

A veces puede tener que dividir un problema en varios casos y dar un argumento diferente
para cada caso. Por ejemplo, a menudo tenemos que utilizar esta estrategia frente a proble-
mas que involucran un valor absoluto.

» Trabaje hacia atras

A veces es ltil suponer que su problema estd resuelto y trabajar paso a paso con la expresién
final para transformarla en la original, hasta llegar a los datos proporcionados. Revertir los
pasos le permitirfa construir la solucién buscada. Este procedimiento se utiliza cominmente
en la resolucién de ecuaciones. Por ejemplo, para resolver 3x —5 = 7, suponga que x es un
nimero que satisface 3x —5 = 7 y trabaje hacia atrds. Sume 5 a cada lado de la ecuacién y
luego divida ambos lados entre 3 para obtener x = 4. Como cada uno de estos pasos se
puede revertir, ha resuelto el problema.

» Establezca metas secundarias

En un problema complejo a menudo es Util establecer objetivos parciales (en los que la si-
tuacién deseada se cumple solo parcialmente). Si usted puede lograr o alcanzar estos obje-
tivos parciales, entonces serd capaz de usarlos como base para alcanzar su meta final.

» Razonamiento indirecto

A veces es apropiado atacar un problema indirectamente. Al utilizar la técnica de demostra-
cion por contradiccidn, para demostrar que P implica Q, se supone que P es cierta 'y Q, falsa.
Se trata de ver por qué esto no es posible. De alguna manera tenemos que utilizar esta in-
formacién y llegar a una contradiccién de lo que tenemos como verdad.

3.Lleve a cabo el plan

En el paso 2, se ide6 un plan. Para llevarlo a cabo, debe comprobar cada etapa del plan y
escribir los detalles que aseguren que cada etapa es la correcta.
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Identifique la incégnita P

Relacione la informacién
proporcionada con la incégnita P
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4, Mire hacia atras

Después de completar la solucion, conviene mirar hacia atrds, en parte para ver si se han come-
tido errores y en parte para ver si hay formas alternas mds eficientes para resolver el problema.
Mirar hacia atrds también le ayudara a familiarizarse con el método de solucién, y usarlo como
apoyo en la solucién de problemas similares en el futuro. Descartes dijo: Cada problema que
resolvi se convirtio en una regla que sirvio después para resolver otros problemas.

En el siguiente ejemplo se intenta ilustrar el uso de estos principios para la resolucién de
problemas:

PROBLEMA | Rapidez promedio

Una conductora inicia un viaje. Durante la primera mitad de la distancia que ha de recorrer,
mantiene una rapidez de 30 km/h; durante la segunda mitad, una rapidez de 60 km/h. ;Cudl
es su rapidez promedio a lo largo de este viaje?

PIENSE EN EL PROBLEMA

El primer impulso es tomar el promedio de la rapidez durante todo el viaje

30 km + 60 km
2

= 45 km/h

(Esto es realmente correcto?

Veamos un caso fécil de considerar. Supongamos que la distancia total recorrida es de
120 km. Los primeros 60 km se recorren a 30 km/h, lo que tarda 2 horas. Los siguientes
60 km se recorren a 60 km/h, lo que tarda una hora. Asf el tiempo total es de horas por
lo que la rapidez promedio es

120
T = 40 km/h

Por lo que nuestra primera estimacion estd equivocada.
SOLUCION
Hay que reflexionar el significado de rapidez promedio. La cual se define como

. . distancia recorrida
rapidez promedio =

tiempo transcurrido

Sea d la distancia recorrida en cada parte del viaje. Sean t, y t, el tiempo tomado para la
primera y segunda mitad del viaje, respectivamente. Ahora podemos escribir la informacién
que se nos ha dado. Para la primera mitad del viaje se tiene

d
30 = —
b
y para la segunda mitad
d
60 = —
153

Ahora podemos identificar la cantidad que hay que encontrar:

. . . distancia recorrida 2d
rapidez promedio durante todo el recorrido = — — =
tiempo total transcurrido ¢, + ¢,

Para calcular esta cantidad, necesitamos conocer t, y t,, asi que hay que resolver las ecua-
ciones anteriores en términos del tiempo:

t = — th = ——
1730 Y 2T g
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No se sienta mal si usted no puede re-

solver estos problemas de inmediato.

Los problemas 1y 4 fueron enviados a
Albert Einstein por su amigo Werthei-
mer. Einstein (y su amigo Bucky) disfru-

taba de los problemas y le escribié a
Wertheimer. Esta es parte de su res-
puesta:

Su carta nos dio un monton de
pruebas divertidas. La primera
prueba de inteligencia nos ha
enganado a ambos (a Bucky y

a mi).jSolo cuando la trabajé
con dedicacion me di cuenta de
que no se dispone de tiempo
para la trayectoria descendente!
Bucky también fue enganado
en el segundo ejemplo, pero yo
no. jCuriosidades como esta nos
muestran lo tontos que somos!

(Véase Mathematical Intelligencer, Pri-
mavera de 1990, pagina 41.)

Ya se tienen los ingredientes necesarios para calcular la cantidad buscada:

. . 2d 2d
rapidez promedio = =
H+t d
+ _
3 60
60(2d)
= Multiplique el numerador
60( i + i ) y el denominador por 60
30 60
_120d  120d
2d +d 3d
Por lo tanto, la rapidez promedio durante todo el recorrido es 40 km/h. |
PROBLEMAS
1. Distancia, tiempo y velocidad Un viejo automévil tiene que recorrer un camino de

N

w

»

v

2 km, cuesta arriba y cuesta abajo. Debido a que es muy antiguo, el automdvil puede subir el
primer kilémetro, a no mas de una rapidez media de 15 km/h. ;Qué tan rdpido tiene que ir
el automoévil el segundo kilémetro (en el descenso podria ir mds rdpido, por supuesto), para
alcanzar una rapidez media de 30 km/h durante el viaje?

Comparando descuentos ;Cual precio es mejor para el comprador, un descuento del
40% o dos descuentos sucesivos del 20%?

Cortar un alambre Se dobla un pedazo de alambre, como se muestra en la figura. Puede
verse que un corte del alambre produce cuatro piezas y dos cortes paralelos producen siete pie-
zas. (Cudntas piezas se produjeron por 142 cortes paralelos? Escriba una férmula para el ni-
mero de piezas producidas por n cortes paralelos.

Propagacion de amibas Una amiba se reproduce por divisién simple, cada divisién
toma 3 minutos para completarse. Cuando esa amiba se pone en un recipiente de vidrio con un
fluido nutriente, el recipiente se llena de amibas en una hora. ;Cudnto tiempo harfa falta para
que el contenedor se llenara si en lugar de comenzar con una amiba, comenzamos con dos?

Promedio de bateo El jugador A tiene un promedio de bateo mds alto que el jugador B para
la primera mitad de la temporada de béisbol. El jugador A también tiene un promedio de bateo
mads alto que el jugador B para la segunda mitad de la temporada. ;Es necesariamente cierto que
el jugador A tiene un promedio de bateo mds alto que el jugador B para toda la temporada?

Caféy crema Se toma una cucharada de crema de una jarra y se coloca en una taza de
café. El café se agita. A continuacién, una cucharada de esta mezcla se pone en la jarra de crema.
(Hay ahora mas crema en la taza de café o mas café en la jarra de crema?

Envolviendo el mundo Una cinta se amarra fuertemente alrededor de la Tierra en el ecuador.
(Cuanta cinta adicional se necesita si usted la separa 1 pie del ecuador en todos sus puntos? (No es
necesario conocer el radio de la Tierra para resolver este problema.)

Para terminar donde empezé Una mujer parte de un punto P sobre la superficie de la
Tierra y camina 1 milla al sur, luego 1 milla al este para después moverse una milla al norte y
finalmente regresar al punto de partida P . Describa todos los puntos P para los cuales esto es
posible. [Sugerencia: Hay una infinidad de esos puntos, todos los cuales, menos uno, se encuen-
tran en la Antartida.]

Muchos problemas mds y ejemplos que ponen de relieve diferentes principios de resolucién de
problemas estdn disponibles en el sitio web: www.stewartmath.com*. Usted puede intentarlos
a medida que avanza en el libro.

*Este material se encuentra disponible en inglés.
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ENFOQUE SOBRE MODELADO

Ajuste lineal de datos

En este primer capitulo repasamos los nimeros reales, ecuaciones y el plano
coordenado. Es probable que el lector ya se encuentre familiarizado con estos
conceptos, pero es util ver de nuevo cémo funcionan estas ideas para resolver
problemas y modelar (o describir) situaciones précticas, que ademds sirven de
apoyo a futuros cursos de Calculo.

Veamos la forma en que todas estas ideas se usan en una situacion real:
suponga que a usted le pagan $9 por hora en su trabajo de tiempo parcial.
Podemos modelar su paga y por trabajar x horas mediante la ecuacién y = 9x.
Para averiguar cudntas horas necesita trabajar para que le paguen 200 ddlares,
resolvemos la ecuaciéon 200 = 9x. Graficar la ecuacién y = 9x en un plano
coordenado nos ayuda a “ver” como aumenta la paga con las horas trabajadas.




2 CAPITULO 1 | Fundamentos

1.1 NUMEROS REALES

Los diferentes tipos de niimeros reales
fueron inventados para satisfacer nece-
sidades especificas. Por ejemplo, los
nimeros naturales se necesitan para
contar, los nimeros negativos para des-
cribir una deuda o temperaturas bajo
cero, los nimeros racionales para con-
ceptos como “medio galén de leche”, y
ndmeros irracionales para medir ciertas
magnitudes, como la diagonal de un
cuadrado.

Un nimero decimal periédico como
x = 3.5474747. ..

es un nimero racional. Para convertirlo
a una razon de dos enteros, escribimos

1000x = 3547.47474747. . .
—10x = —35.47474747. ..
990x = 35120

Por lo tanto, x = 232 La idea es multi-
plicar X por las potencias apropiadas de
10 y luego restar para eliminar la parte
periddica.

Propiedades de los ndmeros reales B Adicion y sustraccion > Multiplicacion
y division P La recta real » Conjuntos e intervalos » Valor absoluto y
distancia

Repasemos los tipos de niimeros que conforman el sistema de niimeros reales. Empecemos
con los nimeros naturales:

1,2,3,4,...
Los enteros constan de los nimeros naturales junto con sus negativos y 0:
,—3,-2,-1,0,1,2,3,4,...

Construimos los niimeros racionales al tomar razones entre enteros. Entonces, cualquier
nimero racional r puede expresarse como

r=—
n

donde m y n son enteros y n # 0. Como ejemplos, tenemos

1 3 — 46 = 17
2 7 46 =7 0.17 = 100
(Recuerde que la division entre 0 siempre se excluye, de modo que expresiones como 2 y 2
no estan definidas.) También hay nimeros reales, tales como V2, que no se pueden expresar
como una razén entre enteros, y se denominan niimeros irracionales. Se puede demostrar,
con diferentes grados de dificultad, que los siguientes nimeros también son irracionales:
3 3
V3 V5 V2 T -

77,2

Por lo general el conjunto de todos los niimeros reales se denota con el simbolo R. Cuando
usamos la palabra nimero sin més detalle, queremos decir “nimero real”. La Figura 1 es un
diagrama de los tipos de niimeros reales con los que trabajamos en este libro.

Numeros irracionales

3
B, 5,

Numeros racionales

1 3
50 —5» 46, 0.17, 0.6, 0.317

Enteros N

naturales
.., 3,-2,-1,0,1, 2, 3,...

FIGURA 1 Subconjuntos de los ndimeros reales y algunos ejemplos de sus elementos

Todo nimero real tiene una representacion decimal. Si el nimero es racional, entonces
su parte decimal es periddica.

1=10.5000...=0.50 2 =0.66666...=06

5=5.000..=5.0

Bl=03171717...= 0317 2 = 1.285714285714. .. = 1.285714

(La barra indica que la sucesion de digitos se repite por siempre). Si el nimero es irracional,
la representacion decimal no es periddica.

V2 = 1.414213562373095. . . 7 = 3.141592653589793. . .
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Si detenemos la expansioén decimal de cualquier nimero en cierto lugar, obtenemos una
aproximacién al nimero. Por ejemplo, podemos escribir

= 3.14159265

donde el simbolo ~ se lee “es aproximadamente igual a”. Cuantos mas lugares decimales
retengamos, mejor es nuestra aproximacion.

V Propiedades de los niimeros reales

Todos sabemos que 2 + 3 =3+ 2, y5+7 =7+ 5,y513 + 87 = 87 + 513, etc. En
algebra, expresamos todos estos hechos (un infinito de ellos) si escribimos

a+b=b+a

donde a y b son dos nimeros cualquiera. En otras palabras, “a + b = b + a” es una forma
concisa de decir que “cuando sumamos dos niimeros, el orden de adicién no importa”. Este
hecho se conoce como Propiedad Conmutativa de la adicién. De nuestra experiencia con
ndmeros sabemos que las siguientes propiedades también son vélidas.

Propiedades

Conmutativas
at+b=>b+a

ab = ba

Asociativas
(at+b)+c=a+(b+c)

(ab)c = a(bc)

Distributivas
a(b + ¢) = ab + ac
(b + c)a=ab + ac

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

Ejemplo Descripcién

7+3=3+7 Cuando sumamos dos nimeros, el orden no importa.

3:5=5-3 Cuando multiplicamos dos niimeros, el orden no
importa.

(2+4)+7=2+(4+7) Cuando sumamos tres nimeros, no importa cudles
dos de ellos sumamos primero.

(3-7):5=3-(7-5) Cuando multiplicamos tres nimeros, no importa
cudles dos de ellos multiplicamos primero.

2:3+5)=2-3+2-5 Cuando multiplicamos un niimero por una suma de

(3+5):2=2-3+2-5 dos niimeros, obtenemos el mismo resultado si
multiplicamos el nimero por cada uno de los términos
y luego sumamos los resultados.

La Propiedad Distributiva es de impor-
tancia crucial porque describe la forma
en que la adicién y la multiplicacién
interactdan una con otra.

La Propiedad Distributiva aplica siempre que multiplicamos un nimero por una suma.
La Figura 2 explica por qué funciona esta propiedad para el caso en el que todos los nime-
ros sean enteros positivos, pero la propiedad es verdadera para cualesquier nimeros reales
a, by c.

233 + 5)
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2-3 25

FIGURA 2 La Propiedad Distributiva
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@ No suponga que —a es un ndimero
negativo. Que —a sea negativo o posi-
tivo depende del valor de a. Por ejemplo,
sia = 5, entonces —a = —5, un nimero
negativo, pero si a = —5, entonces

—a = —1(—5) = 5 (Propiedad 1), un
ndmero positivo.

EJEMPLO 1 | Uso de la Propiedad Distributiva

@ 2x+3)=2-x+2-3 Propiedad Distributiva
=2x+6 Simplifique
M) (¢ +b)(x+y)=(a+Db)x+ (a +b)y Propiedad Distributiva

(ax + bx) + (ay + by) Propiedad Distributiva

=ax + bx + ay + by Propiedad Asociativa de la Adicién

En el dltimo paso eliminamos el paréntesis porque, de acuerdo con la Propiedad Aso-
ciativa, no importa el orden de la adicién.

. AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |

¥V Adicion y sustraccion

El nimero 0 es especial para la adicidn; recibe el nombre de identidad aditiva porque
a + 0 = a para cualquier niumero real a. Todo nimero real a tiene un inverso aditivo
o negativo, —a, que satisface a + (—a) = 0. La sustraccién es la operacién que deshace
a la adicién; para sustraer un nimero de otro, simplemente sumamos el negativo de ese
nimero. Por definicién

a—b=a+(—b)

Para operar niimeros reales con niimeros negativos, usamos las siguientes propiedades.

PROPIEDADES DE NEGATIVOS

Propiedad Ejemplo

1. (=1)a= —a (=1)5=-5

2. —(—a)=a —(=5)=5

3. (—a)b = a(=b) = —(ab) (=5)7=5(=7)=—(5-7)
4. (—a)(=b) = ab (=4)(=3) =4-3

5. (a+b)=—a—1> -3+5)=-3-5

6. —(a—b)=b—a —(5—-8)=8-5

La Propiedad 6 expresa el hecho intuitivo de que @ — by b — a son negativos uno del
otro. La Propiedad 5 se usa a veces con mds de dos términos:

—(a+b+c)=—-a—-b—-c

EJEMPLO 2 | Uso de las propiedades de los negativos

Sean x, y y z ntimeros reales.

@ —-(x+2)=—-x-2 Propiedad 5: —(a + b) = —a — b
b)) ~x+ty—z)=-x—y—(—2) Propiedad 5: —(a + b) = —a — b
=—x—y+tz Propiedad 2: —(—a) = a

®._ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 |
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¥V Multiplicacion y division
El niimero 1 es especial para la multiplicacién; recibe el nombre de identidad multiplica-
tiva porque a - 1 = a para cualquier niimero real a. Todo nimero real a diferente de cero
tiene un inverso multiplicativo o reciproco, 1/a, que satisface a - (1/a) = 1. La divisién es
la operacion que deshace la multiplicacion; para dividir entre un nimero, multiplicamos por
el reciproco de ese nimero. Si b # 0, entonces, por definicidn,
. b 1
a+b=a-—
b
Escribimos a - (1/b) simplemente como a/b. Nos referimos a a/b como el cociente de a
y b o como la fraccion a sobre b; a es el numerador y b es el denominador (o divisor).
Para combinar nimeros reales usando la operacién de division, usamos las siguientes
propiedades.

PROPIEDADES DE LAS FRACCIONES

Propiedad
. 4.c_ac
“bd b
a ¢ ad
2. - +—=—.=
b d b c
a b a-+b
3. —+—=
c c c
a ¢ ad+ bc
4, — +—=
b d bd
5 % _a
“be b

6
Si%=2,entonces ad = bc §=§,as1’que2-9 =3-6

Ejemplo Descripcion

(V]
W
\]
(9,1
—_
o

Al multiplicar fracciones, se multiplican numeradores
y denominadores por separado.

14 Al dividir fracciones se multiplica por el reciproco
del divisor.

Al sumar fracciones con el mismo denominador
se suman los numeradores.

N W W]

Multiplicar los denominadores para encontrar un
denominador comtn, y luego sumar los productos
cruzados del denominador de una fraccién con el
numerador de la otra.

Si hay factores comunes en el numerador y el deno-

minador, se pueden cancelar.

Si dos fracciones son iguales, se cumple la
multiplicacion cruzada.

Para sumar fracciones con denominadores diferentes, por lo general no usamos la Pro-
piedad 4. En cambio, reescribimos las fracciones de modo que tengan el minimo denomi-
nador comun que sea posible (a veces menor que el producto de los denominadores), y luego
usamos la Propiedad 3. Este denominador es el Minimo Comiin Denominador (MCD) que
se describe en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 3 | Uso del MCD para sumar fracciones

Evalue: =l + T
36 120
SOLUCION  La factorizacion de cada denominador en factores primos dard

36 =2°-3% y 120=2°-3-5

Encontramos el minimo comiin denominador (MCD) al formar el producto de todos los
factores presentes en estas factorizaciones, usando la maxima potencia de cada factor.



6 CAPITULO 1 | Fundamentos

Entonces el MCD es 2° - 3% - 5 = 360. Entonces,
5 7 510 73

— + = Use el comun denominador para
36 120 36-10 120-3 reescribir las fracciones.

50 21 71 . .
—t+ — = — Propiedad 3: Suma de fracciones
360 360 360 con el mismo denominador

. AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 25 |

V La recta real

Los nimeros reales pueden ser representados por puntos sobre una recta, como se muestra
en la Figura 3. La direccidn positiva (hacia la derecha) estd indicada por una flecha. Escoge-
mos un punto de referencia arbitrario O, llamado el origen, que corresponde al nimero real
0. Dada cualquier unidad de medida conveniente, cada niimero positivo x estd representado
por el punto sobre la recta a una distancia de x unidades a la derecha del origen, y cada ni-
mero negativo —x estd representado por el punto a x unidades a la izquierda del origen.
El nimero asociado con el punto P se llama coordenada de P y la recta se llama recta coor-
denada, o recta de los niimeros reales, o simplemente recta real. A veces identificamos el
punto con su coordenada y consideramos que un niimero es un punto sobre la recta real.

111
—49 -47 —3.1725 6841 J3 4244 4.9999
AN e e CON RN R CHNC AN W A
SN -4 -3 -2 -1 0}t 1 2 3 afr 5
—4.85 03 43 45

FIGURA 3 La recta real

Los ntiimeros reales son ordenados. Decimos que a es menor que b y escribimos a < b si
b — a es un nimero positivo. Geométricamente, esto significa que a estd a la izquierda de b en
la recta numérica, o bien, lo que es lo mismo, podemos decir que b es mayor que a y escribi-
mos b > a. El simbolo a = b (0 b = a) quiere decir que a < boquea = by se lee “aes
menor o igual a b”. Por ejemplo, las siguientes son desigualdades verdaderas (vea Figura 4):

7<74<175 - < =3 V2 <2 2<2

7.4 15
A G T A
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 1 8

FIGURA 4

Como se observa en el primer ejemplo de la Figura 4, se pueden comparar mas de dos nu-
meros a la vez si se describe sucesivamente el orden que guardan entre si.

V Conjuntos e intervalos

Un conjunto es una coleccion de objetos, y estos objetos se llaman elementos del conjunto.
Si S es un conjunto, la notacion a € § significa que a es un elemento de S, y b & S quiere
decir que b no es un elemento de S. Por ejemplo, si Z representa el conjunto de enteros,
entonces —3 € Zpero Tt & Z.

Algunos conjuntos pueden describirse si se colocan sus elementos dentro de 1laves. Por
ejemplo, el conjunto A que estd formado por todos los enteros positivos menores que 7 se
puede escribir como

A=1{1,2,3,4,5,6}
También podriamos escribir A en notacion constructiva de conjuntos como
A ={x|xesunenteroy 0 <x <7}

que se lee “A es el conjunto de todas las x tales que x es un enteroy 0 < x < 7.
Si Sy T son conjuntos, entonces su unién S U T es el conjunto formado por todos los
elementos que estdn en S o 7 (o en ambos). La interseccion de Sy T es el conjunto S N T



T
—

1,2,3,4,5,6,7,8
oy

—

S \4

a b

FIGURA 5 El intervalo abierto
(a, b)

\

a b

FIGURA 6 Elintervalo cerrado
[a, b]

El simbolo oo (infinito) no representa
un nimero. La notacién (a, co), por
ejemplo, simplemente indica que el
intervalo no tiene punto extremo a la
derecha y que se prolonga hasta el
infinito en la direccion positiva.

SECCION 1.1 | Namerosreales 7

formado por todos los elementos que estdn en S'y 7. En otras palabras, S N T es la parte comun
de Sy T. El conjunto vacio, denotado por &, es el conjunto que no contiene elementos.
EJEMPLO 4 | Uniodn e intersecciéon de conjuntos

SiS§=14{1,2,3,4,5},T={4,5,6,7y V= {6,7,8}, encuentre los conjuntos S U T,
SNTySNV.

SOLUCION
SUT=1{1,2,3,4,5,6,7} Todos los elementos en S o T
SNT={4,5} Elementos comunes a Sy T
SNv=y Sy V no tienen elementos en comiin
& AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 39 |

En Cilculo, se presentan con frecuencia ciertos conjuntos de nimeros reales llamados
intervalos, y corresponden geométricamente a segmentos de recta. Si a < b, entonces el
intervalo abierto de a a b estd formado por todos los nimeros entre a y b y se denota con
(a, b). El intervalo cerrado de @ a b incluye los puntos extremos y se denota con [a, b].
Usando la notacién constructiva de conjuntos, podemos escribir

(a,b) = {x|a<x<b} [a,b] = {x|a=x=1b}

Nétese que los paréntesis () en la notacién de intervalo y circulos abiertos en la gréfica de
la Figura 5 indican que los puntos extremos estdn excluidos del intervalo, mientras que los
corchetes o paréntesis rectangulares [ |y los circulos sélidos de la Figura 6 indican que
los puntos extremos estan incluidos. Los intervalos también pueden incluir un punto ex-
tremo pero no el otro, o pueden extenderse hasta el infinito en una direccién o en ambas. La
tabla siguiente es una lista de posibles tipos de intervalos.

Notacion Descripcion de conjunto Grafica
(a,b) {x]a<x<b} -
a b
[a,b] {xla=x=b} >
a b
[a,b) {x|a=x<b} >
a b
(a,b] {x|a<x=1b} >
a b
(a,0) {x]a<ux} ° >
[a,00) {xla=x} - >
(—o0,b) {x|x < b} b >
(coob] | {rlr=18} T
(—o00,00) R (conjunto de todos los >
numeros reales)

EJEMPLO 5 | Graficacion de intervalos

Exprese cada intervalo en términos de desigualdades y, a continuacion, grafique el intervalo.
@ [-1,2) ={x|-1=x<2}

>

-1 0 2

b) [1.5,4] = 15=x=4 | >

®) [ ] {x‘ * } 0 1.5 4

(©) (—3,00) = {x| =3 <«x} : >
=3 0

.. AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 45 |
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No hay nimero minimo ni nu-
mero maximo en un intervalo
abierto

Cualquier intervalo contiene un infinito
de nuimeros; cualquier punto en la gra-
fica de un intervalo corresponde a un
numero real. En el intervalo cerrado

[0, 1], el numero minimo es 0 y el
maximo es 1, pero el intervalo abierto
(0, 1) no contiene ndmero minimo o
maximo. Para ver esto, observe que
0.01 es cercano a cero, pero 0.001 es
mas cercano; 0.0001 es todavia mas
cercano, y asi sucesivamente. Siempre
podemos hallar un nimero en el inter-
valo (0, 1) més cercano a cero que cual-
quier nimero dado. Como 0 no esta en
el intervalo, el intervalo no contiene un
numero minimo. Del mismo modo, 0.99
es cercano a 1, pero 0.999 es mas cer-
cano y 0.9999 es todavia mas cercano,
y asi sucesivamente. Como 1 no esta
en el intervalo, el intervalo no tiene
numero maximo

( k\\/
| -
L0 o001 01
\\\|‘ -~ \\
! SN
1 /;:i;j:
| \%\
1 - \\
—H—.
0 o,y 0.01
</ ~
\\ \\
/ ~
/ N
0 0.0001 0.001
\|_3|:3\ 51=5 |
[ [ |
t t t t t t t t t >
-3 0 5
FIGURA 9

EJEMPLO 6 | Hallar uniones e intersecciones de intervalos

Grafique cada conjunto.
(@ (1,3) N [2,7]

SOLUCION

(b) (1,3) U [2,7]

(a) La interseccion de dos intervalos consta de los nimeros que estin en ambos intervalos.
Por lo tanto,

(1,L3)N[2,7]={x|1<x<3y2=x=7)
= {x[2=x<3}=[23)

Este conjunto estd ilustrado en la Figura 7.

(b) La unién de dos intervalos consta de los nimeros que estdn en un intervalo o en el
otro (o en ambos). Por lo tanto,

(L3)U[2,7]={x|1<x<302=x=7}
=x|l<x=7}=(1,7]

Este conjunto estd ilustrado en la Figura 8.

1,3) (1,3)

6 1 3 ” 0 1 3 g

[2,7] [2,7]
0 2 7 ” 0 7 -
[2,3) (1,7]

6 2 3 g 0 1 7 g
FIGURA 7 (1,3) N [2,7] = [2.3) FIGURA 8 (1,3) U [2,7] = (1,7]
2. AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 59 [ |

V Valor absoluto y distancia

El valor absoluto de un nimero a, denotado por | a |, es la distancia de a a 0 en la recta de
numeros reales (vea Figura 9). La distancia es siempre positiva o cero, de modo que tene-
mos | a | = 0 para todo nimero a. Recordando que —a es positivo cuando a es negativo,
tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION DE VALOR ABSOLUTO

Si a es un numero real, entonces el valor absoluto de a es
a sia=0

la| = .
—a sia<0

EJEMPLO 7 | Evaluacion de valores absolutos de nimeros

(@ [3]=3
) |-3]=—(-3)=3
(¢) [0] =0

@ I|3-7|=-@—-—m)=7m7-3
%, AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 65 |

(porque3< 7 = 3 — 7 <0)
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Cuando trabajamos con valores absolutos, utilizamos las propiedades siguientes:

PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO
Propiedad Ejemplo
1. |a| =0 |=3]=3=0
2. |a| = |~-al 151 =1-5]
3. |ab| = |a||b]  |=2-5]=|=2]]5]
el |-l

bl |b] =31 |=3]

Descripcion

El valor absoluto de un nimero
es siempre positivo o cero.

Un niimero y su negativo
tienen el mismo valor absoluto.

El valor absoluto de un
producto es el producto de
valores absolutos.

El valor absoluto de un
cociente es el cociente de
valores absolutos.

(Cudl es la distancia sobre la recta real entre los niimeros —2 y 11? De la Figura 10
vemos que la distancia es 13. Llegamos a esto si encontramos ya sea [l1 — (=2) = 13 o
[(—=2) — 11] = 13. De esta observacién hacemos la siguiente definicién (vea Figura 11).

| 13 | <~ lb=al
— "+ttt —_———————————————— >
-2 0 11 a b
FIGURA 10 FIGURA 11 La longitud de un

segmento de rectaes|b — a|

recta real es

DISTANCIA ENTRE PUNTOS SOBRE LA RECTA REAL

Si a y b son nimeros reales, entonces la distancia entre los puntos a y b sobre la

d(a,b) = |b — a|

De la Propiedad 6 de negativos se deduce que

|b—a|=]a—b]

Esto confirma que, como es de esperarse, la distancia de a a b es la misma que de b a a.

EJEMPLO 8 | Distancia entre puntos sobre la recta real

La distancia entre los nimeros —8 y 2 es

\ |
\ 10 \
— =|-8—-2|=1-10| =1
= 3 dla.b) = | =8 = 2| = [~10] = 10
FIGURA 12 Podemos comprobar geométricamente este cdlculo, como se ve en la Figura 12.

., AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 73




4

10 CAPITULO 1 | Fundamentos

1.1 EJERCICIOS

A1,

CONCEPTOS

1. Dé un ejemplo de:
(a) Un ntmero natural
(b) Un entero que no sea nimero natural
(¢) Un ndmero racional que no sea entero
(d) Un ntmero irracional

2. Complete cada enunciado y mencione la propiedad de niimeros
reales que haya empleado.

(@) ab = ; Propiedad
(b)a+b+c)= ; Propiedad
(©) alb +¢)= ; Propiedad

3. El conjunto de niimeros entre 2 y 7, pero que no los incluye, se
puede escribir como sigue:

en notacion constructiva de conjuntos y
en notacion de intervalos.

4. El simbolo | x | representa el
entonces el signo | x| es siempre

del ndmero x. Si x no es 0,

HABILIDADES

5-6 m Describa los elementos del conjunto dado que sean
(a) numeros naturales
(b) ntimeros enteros
(c) nimeros racionales
(d) ndmeros irracionales
5. {0,—10,50,%2,0.538, V7,123, -1, V2}
6. {1.001,0.333, —7, —11, 11, 1, V16,3.14, 5}
7-14 m Exprese la propiedad de los nimeros reales que se use.
7.7+ 10=10+7
8.23+5)=(3+5)2
9. (x +2y) +3z=x+ 2y + 3
10. 2(A + B) = 2A + 2B
(3x+1)3=15x + 3
(x+ta)x+b)=(x+ax+ (x+a)
2x3+y) =03 +y)2x
Ta+b+c)="7a+Db)+7Tc

12.
13.
14.

15-18 m Reescriba la expresion usando la propiedad dada de los
nimeros reales.

15. Propiedad Conmutativa de la adicién, x + 3 =

16. Propiedad Asociativa de la multiplicacién, 7(3x) =
17. Propiedad Distributiva, 4(A + B) =

18. Propiedad Distributiva, 5x + 5y =

>
N

4

4

19-24 m Use propiedades de nimeros reales para escribir la expre-
sién sin paréntesis.

19. 3(x +y)

21. 4(2m)

23, —3(2x — 4y)

20. (a — b)8
2. 4(—6y)
24. (3a)(b + ¢ — 2d)

25-30 m Ejecute las operaciones indicadas.

25. (@) i + i (®) 5 +3
26. (a) 5 -3 b 1+3i-¢
27. (a) 3(6 — 3) (b) 0.25(5 + 3)
B@EYI-) 0 G-DED
2} %
29. (a) 7 — = () T
302 § 79
0. @ T CE =
2 3 10 15
31-32 m Ponga el simbolo correcto (<, >, o =) en el espacio.
31.a 3 ® -3 -1 (@35 I
R2.a@% 067 b3 —067 (c) |067] | —0.67 |
33-36 m Diga si cada desigualdad es verdadera o falsa.
33. (a) —6<-10 (b) V2> 141
34. (a)%<% (b) —%<—1
35. (a) —7m> -3 (b) 8=9
36. (a) 1.1 > 1.1 (b) 8=38
37-38 m Escriba cada enunciado en términos de desigualdades.
37. (a) x es positivo
(b) tes menor a4
(c) a es mayor o igual a 1t
(d) x es menor a § y mayor a —5
(e) La distancia de p a 3 es como maximo 5
38. (a) y es negativa
(b) z es mayor a 1
(¢) b es como maximo 8
(d) w es positiva y menor o igual a 17
(e) yesta al menos 2 unidades de ©
39-42 m Encuentre el conjunto indicado si
A=1{1,2,3,4,5,6,7} B={2,4,6,8}
C=1{7,8,9,10}
.39. (a) AUB (b) ANB
40. (a) BUC (b)y BNC
41. (a) AUC (b)) ANC
42. (@) AUBUC b)ANBNC



. 73. (a) 2y 17

43-44 m Encuentre el conjunto indicado si
A={x|x=-2} B={x|x<4}
C={x|-1<x=5}
43. (a) BUC
4. (a) ANC

(b) BNC
(b) ANB

45-50 m Exprese el intervalo en términos de desigualdades y, a con-
tinuacién, grafique el intervalo.

.45, (-3,0) 46. (2,8]
47. [2,8) 48. [—6, —1]
49. [2,0) 0. (—o0, 1)

51-56 m Exprese la desigualdad en notacién de intervalos y, a con-
tinuacién, grafique el intervalo correspondiente.

51. x=1 52. 1=x=2
53, —2<x=1 54. x= -5
55. x> —1 56. -5<x<2

57-58 m Exprese cada conjunto en notacién de intervalos.

57. (a) : -
-3 0 5

(b) —0 + >
0 5

58. (a) + o—>
0 2

(b) —o + >

-2

59-64 m Grafique el conjunto.

.59, (—2,0) U (—1,1) 60. (—2,0) N (—1,1)
61. [—4,6] N [0,8) 62. [—4.6) U [0,8)
63. (—00, —4) U (4, 0) 64. (—00,6] N (2,10)
65-70 m Evalde cada expresion.

2.65. (a) |100 | () | -73]

66. (a) | V5 — 5| (b) [10 — 7|

67. (@) || —6] — | —4|| (b)ﬁ

68. (a) |2 — |—12]] M) —1—]1—]—-1]|

69. (@) |(~2)-6] ) |(=3)(=15)|
-6 7-12

70. (a) 5’ (b) ‘ ’

71-74 m Encuentre la distancia entre los nimeros dados.

71, — ——4——F—+—+—+—+—>
-3 -2-1 0 1 2 3

72, —++—F+—+—+=+—F+—>
-3 -2-1 0 1 2 3

(b) —3y2l
(b) —38y—57

© 5y—i

74. () Ey— % () —26y—18

SECCION 1.1 | Ndmerosreales 11

75-76 m Exprese cada niimero decimal como una fraccién. (Vea la
nota al margen en la pagina 2.)

75. (a) 0.7 (b) 0.28
76. (a) 5.23 (b) 1.37

(¢) 0.57
(¢) 2.135

APLICACIONES

77. Area de un jardin El jardin de legumbres de Mary
mide 20 pies por 30 pies, de modo que su drea es de
20 X 30 = 600 pies’. Ella decide agrandarlo, como se ve en
la figura, para que el area aumente a A= 20(30 + x). ;Cudl
propiedad de los nimeros reales nos dice que la nueva drea
también se puede escribir como A = 600 + 20x?

78. Variacion de temperatura La grifica de barras muestra
las temperaturas médximas diarias para Omak, Washington, y
Geneseo, Nueva York, durante cierta semana en junio. Repre-
sente con Ty la temperatura en Omak y 7 la temperatura en
Geneseo. Calcule Ty — T y | To — T | para cada dia que se
muestra. ;Cudl de estos dos valores da mds informacién?

o 1 Omak, WA
= 0;/ 80 3 B Geneseo, NY
5 .\g 70—;

65 Dom Lun Mar Miérc Jue Vier Séb

Dia

79. Envio de un paquete por correo La oficina de correos
solo aceptard paquetes para los cuales la suma de la longitud del
lado mayor con el perimetro transverso no sea de mas de 108
pulgadas. Asi, para el paquete de la figura, debemos tener

L+2(x+y) =108

(a) ¢La oficina de correos aceptard un paquete de 6 pulgadas
de ancho, 8 pulgadas de profundidad y 5 pies de largo?
(Y un paquete que mida 2 pies por 2 pies por 4 pies?

(b) (Cual es la maxima longitud aceptable para un paquete
que tiene una base cuadrada que mide 9 pulgadas por
9 pulgadas?

——

5 pies = 60 pulg.

6 pulg. SS
8 pulg.

S~
e
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DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

80. Signos de nimeros Sean g, b y ¢ niimeros reales tales que
a>0,b<0yc<0.Encuentre el signo de cada expresion.

84. Numeros irracionales y geometria Usando la si-

guiente figura, explique cémo localizar el punto V2 en una
recta numérica. {Puede localizar V/5 por medio de un método
similar? ;Qué puede decir de \/6? Haga una lista de otros ni-
meros irracionales que puedan hallarse de este modo.

(@) —a (b) —b (¢c) be

d) a—»b (€) ¢c—a ) a + bc

(g) ab + ac (h) —abc 1) ab? \
81. Sumas y productos de niimeros racionales e irra- J2 \\

cionales Explique por qué la suma, la diferencia y el pro- 1L

ducto de dos niimeros racionales son nimeros racionales.
El producto de dos niimeros irracionales, es necesariamente
irracional? ;Qué se puede decir de la suma?

82. Operaciones de nimeros racionales con niimeros
irracionales ;i + /2 es racional o irracional? ;3 - V2 es
racional o irracional? En general, ;qué se puede decir acerca de
la suma de un nimero racional y un nimero irracional? ;Qué se
puede decir del producto?

83. Comportamiento limite de reciprocos Complete las
tablas siguientes. {Qué ocurre al tamafio de la fraccién 1/x
cuando x crece? ;Y cuando x disminuye?

x 1/x x 1/x
1 1.0
2 0.5
10 0.1
100 0.01
1000 0.001

1.2 EXPONENTES Y RADICALES

85.

Operaciones conmutativa y no conmutativa He-
mos visto que la adicién y la multiplicacién son operaciones
conmutativas.

(a) ¢La sustraccion es conmutativa?

(b) (La divisién de nimeros reales diferentes de cero es con-
mutativa?

Exponentes enteros B> Reglas para trabajar con exponentes B> Notacion
cientifica P Radicales B Exponentes racionales » Racionalizacién
del denominador

mfn

En esta seccién damos significado a expresiones como a”/ en las que el exponente m/n es
un nimero racional. Para hacer esto, necesitamos recordar algunos datos acerca de exponen-
tes enteros, radicales y raices n-ésimas.

V Exponentes enteros

Usualmente, un producto de nimeros idénticos se escribe en notacién exponencial. Por
ejemplo, 5 - 5 - 5 se escribe como 5°. En general, tenemos la siguiente definicién.

NOTACION EXPONENCIAL

Si a es cualquier nimero real y n es un entero positivo, entonces la n-ésima poten-
ciadeaes
a = a . a * s s s a

n factores

El nimero a se denomina base, y n se denomina exponente.
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3.1 Funciones y modelos
cuadraticos

3.2 Funciones polinomiales y sus
gréficas

3.3 Divisién de polinomios

3.4 Ceros reales de funciones
polinomiales

3.5 Ndmeros complejos

3.6 Ceros complejos y el Teorema
Fundamental de Algebra

3.7 Funciones racionales

ENFOQUE SOBRE MODELADO

Ajuste de datos a curvas con
funciones polinomiales

Las funciones definidas por medio de expresiones con polinomios se denominan

funciones polinomiales. Las gréificas de funciones polinomiales pueden tener nu-
merosos picos y valles; esto las hace modelos apropiados para muchas situacio-
nes practicas. Por ejemplo, la propietaria de una fabrica observa que si aumenta

el nimero de trabajadores, aumenta la productividad, pero si hay demasiados

trabajadores entonces la productividad empieza a disminuir. Esta situacién esta
modelada por una funcién polinomial de grado 2 (una funcién cuadrética). Otro

ejemplo, cuando se golpea un balén de volibol, este primero sube y luego baja,
siguiendo una trayectoria que también estd modelada por una funcién cuadrética.

Las gréficas de funciones polinomiales son curvas sin irregularidades que se

usan para disefiar muchas cosas. Por ejemplo, los disefiadores de botes de vela
unen partes de las graficas de diferentes funciones ctibicas (llamadas curvas pa-

ramétricas) para hacer las curvas del casco de un bote de velas.

249
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3.1 FUNCIONES Y MODELOS CUADRATICOS

Las expresiones con polinomios estdn
definidas en la Seccién 1.3.

Para una definiciéon geométrica de pa-
rabolas, vea la Seccién 7.1.

Graficar funciones cuadraticas usando la forma estandar B> Valores maximo y
minimo de funciones cuadréticas » Modelado con funciones cuadrdticas

Una funcién polinomial es una funcién que estd definida por medio de una expresién con
polinomios. Una funcién polinomial de grado n es una funcién de la forma

P(x) = ax"+ a,_x" '+ -+ ax + a,
Ya hemos estudiado funciones polinomiales de grados 0y 1. Estas son funciones de la forma

P(x) = ayy P(x) = ax + a,, respectivamente, cuyas gréificas son rectas. En esta seccién
estudiamos las funciones de grado 2 que reciben el nombre de funciones cuadraticas.

FUNCIONES CUADRATICAS

Una funcién cuadratica es una funcion polinomial de grado 2. Una funcién
cuadrdtica es una funcién de la forma

fx)=ax*+bx+c, a#0

Vemos en esta seccion la forma en que las funciones cuadraticas modelan muchos fen6-
menos reales. Empecemos por analizar las graficas de funciones cuadraticas.

V Graficar funciones cuadraticas usando la forma estandar

Si tomamos a = 1y b = ¢ = 0 en la funcién cuadrética f(x) = ax* + bx + ¢, obtenemos la
funcién cuadratica f(x) = x°, cuya gréfica es la pardbola graficada en el Ejemplo 1 de la Sec-
cion 2.2. De hecho, la gréfica de cualquier funcion cuadrética es una parabola que puede
obtenerse de la grafica de f(x) = x* por las transformaciones dadas en la Seccién 2.5.

FORMA ESTANDAR DE UNA FUNCION CUADRATICA
Una funcién cuadrética f(x) = ax? + bx + c puede expresarse en la forma estandar
f(x) =a(x — h)?* + k

completando el cuadrado. La gréafica de f es una parabola con vértice (%, k); la
pardbola abre hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo sia < 0.

YA YA
Vértice (i, k)
k .
k b
Vértice (1, k) 3
|
0 h x / \

fx)=ax—h?*+k a>0 fx)=alx—h)?*+k a<O0

EJEMPLO 1 | Forma estandar de una funcion cuadratica

Sea f(x) = 2x* — 12x + 23.
(a) Exprese fen forma estandar. (b) Trace la gréfica de f.



Completar el cuadrado se estudia en la
Seccién 1.5.

f(x)

=2x—3)P+5

El vértice es (3,5)

SECCION 3.1 | Funciones y modelos cuadréticos 251

SOLUCION

(a) Como el coeficiente de x> no es 1, debemos factorizar este coeficiente de los térmi-
nos que contienen x antes de completar el cuadrado.

f(x) =2x* — 12x + 23

= 2()c2 — 6x) + 23 Factorice 2 de los términos en x

— 2(x2 —6x+9) +23—2-9 Compl/ete e} cuadrado: sume 9 dentro
de paréntesis, reste 2 - 9 fuera

=2x—3)+5 Factorice y simplifique

La forma estdndar es f(x) = 2(x 2 3)° + 5.

(b) La forma esténdar nos dice que obtenemos la grafica de f al tomar la pardbola y = x?,
desplazdndola 3 unidades a la derecha, alargdndola en un factor de 2 y movién-
dola 5 unidades hacia arriba. El vértice de la pardbola estd en (3, 5), y la pardbola
abre hacia arriba. Alargamos la gréfica de la Figura 1 observando que el punto de
interseccion en y es f(0) = 23.

flx)=2(x=3%+5

Vértice (3, 5)

FIGURA 1
2. AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 13 |

V¥ Valor maximo o minimo de funciones cuadraticas

Si una funcién cuadritica tiene vértice (h, k), entonces la funcién tiene un valor minimo
en el vértice si su grafica abre hacia arriba y valor mdximo en el vértice si su grafica abre
hacia abajo. Por ejemplo, la funcién graficada en la Figura 1 tiene valor minimo 5 cuando
x = 3, porque el vértice (3, 5) es el punto més bajo en la grifica.

VALOR MAXIMO O MiNIMO DE UNA FUNCION CUADRATICA

Sea f una funcién cuadrética con forma estandar f(x) = a(x — h)* + k. El
valor maximo o minimo de f ocurre en x = A.

Sia > 0, entonces el valor minimo de fes f(h) = k.

Sia < 0, entonces el valor maximo de fes f(k) = k.

y y

Maximo

. J/
) /\
Minimo
|
I / \

flx)=alx = h)* + k,a>0 )=a(x —h)?>+ka<0
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Valor

4+ minimo 4
3
FIGURA 2
r4 (£.9)
274/ Valor méximo%
IAV

/1 0 1

FIGURA 3 Grifica de
f(x) = —x*+x+2

\

X

Funciones polinomiales y racionales

EJEMPLO 2 | Valor minimo de una funcién cuadratica

Considere la funcién cuadratica f(x)= 5x* — 30x + 49.
(a) Exprese fen forma estdndar.

(b) Trace la grafica de f.

(¢) Encuentre el valor minimo de f.

SOLUCION
(a) Para expresar esta funcion cuadritica en forma estandar, completamos el cuadrado.
f(x) = 5x* — 30x + 49

= 5(x* — 6x) + 49

Factorice 5 de términos en x

Complete el cuadrado: sume 9
dentro de paréntesis, reste 5 - 9 fuera

=5x>—6x+9)+49—5-9
=5x—-3)+4

Factorice y simplifique

(b) La graifica es la pardbola que tiene su vértice en (3, 4) y abre hacia arriba, como se
ve en la Figura 2.

(¢) Como el coeficiente de x* es positivo, f tiene un valor minimo. El valor minimo es
fB3) = 4.

2. AHORA TRATE DE HACER EL EJERCICIO 25 |

EJEMPLO 3 | Valor maximo de una funcién cuadratica

Considere la funcién cuadrdtica f(x) = —x* + x + 2.

(a) Exprese fen forma estandar.

(b) Trace la gréfica de f.

(¢) Encuentre el valor maximo de f.

SOLUCION

(a) Para expresar esta funcion cuadratica en forma estandar, completamos el cuadrado.

fx)=—x*+x+2

=—(x*—x)+2 Factorice —1 de los términos en x

Complete el cuadrado: Sume § dentro
de paréntesis, reste (—1)3 fuera

S x ) + 2 (1)
SRR

(b) De la forma estandar vemos que la gréfica es una pardbola que abre hacia abajo y
tiene vértice (%, %) Como ayuda para trazar la gréafica, encontramos los puntos de in-
terseccion. Para hallar los puntos de interseccién en x, hacemos f(x) = 0y factoriza-
mos la ecuacién resultante.

Factorice y simplifique

X +x+2=0
X —x—2=0

(x—2)x+1)=0

Hagay=0
Multiplique por —1
Factorice

Asi, los puntos de interseccion en x son x = 2y x = —1. La grafica de fse traza en
la Figura 3.

(¢) Como el coeficiente de x* es negativo, f tiene un valor maximo, que es f(%) = %.

2. AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 27 |

Expresar una funcién cuadratica en forma estdndar nos ayuda a trazar su grafica asi como
a hallar su valor mdximo o minimo. Si estamos interesados en hallar el valor maximo o



-6
El valor minimo
ocurre en x = —2.

El valor maximo
ocurre en x = 1.
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minimo, entonces existe una féormula para hacerlo. Esta férmula se obtiene completando el
cuadrado para la funcién cuadratica general como sigue:

f(x) = ax*+ bx + ¢

b

a<x2 +—x] +c Factorice a de los términos en x
a

bZ

Complete el cuadrado: sume —

, b b? b? L
=alx"t—x+—|+tc—al—— dentro de paréntesis, reste
a 4a 4a b2
a<—> fuera
4a*

b 2 2
= a<x + ) +c—— Factorice
a 4a
Esta ecuacién estd en forma estandar con i = —b/(2a) y k = ¢ — b*/(4a). Como el valor

maximo o minimo se presenta en x = A, tenemos el siguiente resultado.

VALOR MAXIMO O MiNIMO DE UNA FUNCION CUADRATICA

El valor mdximo o minimo de una funcién cuadrética f(x) = ax* + bx + ¢
Se presenta en

X = —

Si a > 0, entonces el valor minimo es f(

N‘@. N\w Q|
~—

Si a < 0, entonces el valor maximo es f(

EJEMPLO 4 | Hallar valores maximo y minimo de funciones
cuadraticas

Encuentre el valor maximo o minimo de estas funciones cuadraticas.
(@) f(x) =x*+ 4x () gx) = —2x* +4x =5

SOLUCION

(a) Esta es una funcién cuadritica con @ = 1y b = 4. Entonces, el valor maximo o mi-
nimo se presenta en

2a 2-1
Como a > 0, la funcion tiene el valor minimo.

f(=2) = (~2)* +4(-2) = —4

(b) Esta es una funcion cuadritica con a = —2 y b = 4. Entonces, el valor maximo o
minimo se presenta en
YT T o) !

Como a < 0, la funcion tiene el valor mdximo

F1) = =2(1)* + 4(1) — 5 = =3

. AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 33 Y 35 |
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El rendimiento maximo
ocurre a 42 mi/h.

V¥V Modelado con funciones cuadraticas

Estudiamos algunos ejemplos de fenémenos reales que son modelados por funciones
cuadraticas. Estos ejemplos y los ejercicios de Aplicacion para esta seccién presentan
parte de la variedad de situaciones que de manera natural son modelados por funciones
cuadrditicas.

EJEMPLO 5 | Rendimiento maximo en kilometraje de un auto

La mayor parte de los autos dan su mejor rendimiento en kilometraje cuando corren a una
rapidez relativamente baja. El rendimiento M para cierto auto nuevo estd modelado por la
funcién

1 2
M(s) = =g +3s =31, 15=5=70

donde s es la rapidez en mi/h y M se mide en mi/gal. ;Cudl es el mejor rendimiento del
auto y a qué rapidez se obtiene?

SOLUCION La funcién M es una funcién cuadritica con a = —35y b = 3. Entonces,
su valor maximo ocurre cuando

b 3

T2 2(—%)

s =

El miximo es M(42) = —(42)* + 3(42) — 31 = 32. Por lo tanto, el mejor rendi-
miento del auto es de 32 mi/gal, cuando estd corriendo a 42 mi/h.

2. AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 67 |

EJEMPLO 6 | Maximizar ingresos por venta de boletos

Un equipo de hockey juega en una cancha que tiene capacidad para 15000 espectadores.
Con el precio del boleto a $14, el promedio de asistencia en juegos recientes ha sido de
9500. Un estudio de mercado indica que por cada délar que baje el precio del boleto, el
promedio de asistencia aumenta en 1000.

(a) Encuentre una funcién que modele el ingreso en términos del precio de boletos.
(b) Encuentre el precio que lleve al maximo el ingreso por venta de boletos.

(¢) ;Qué precio del boleto es tan alto que nadie asiste y por lo tanto no se generan ingresos?

SOLUCION

(a) Exprese verbalmente el modelo. El modelo que buscamos es una funcién que dé
el ingreso para cualquier precio del boleto.

ingreso = precio del boleto X asistencias

Escoja la variable. Hay dos cantidades que varian: precio del boleto y asistencia.
Como la funcién que buscamos depende del precio, hacemos

x = precio del boleto

A continuacién, expresamos la asistencia en términos de x.

Verbalmente En algebra
Precio del boleto X

Cantidad que baja precio del boleto 14 — x

Aumento en asistencia 1000(14 — x)

Asistencia 9500 + 1000(14 — x)
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Establezca el modelo. El modelo que buscamos es la funcién R que da el ingreso

para un determinado precio de boleto x.

ingreso = precio del boleto X asistencias

R(x) = x X [9500 + 1000(14 — x)]

R(x)

x(23500 — 1000x)
R(x) = 23500x — 1000x>

(b) Use el modelo. Como R es funcién cuadritica con a = —1000 y b = 23500, el

maximo ocurre en

b 23500

“2a 2(—1000)

=11.75

Por lo tanto, el precio de boleto de $11.75 da el maximo ingreso.

(¢) Use el modelo. Deseamos hallar el precio del boleto por el que R(x) = 0.

23500x — 1000x* = 0
235x —x*=0
x(235-x)=0

x=0 o x=235

150000

La asistencia maxima ocurre cuando

HagaR(x)=0
Divida entre 1000
Factorice

Despeje x

Por lo tanto, de acuerdo con este modelo, el precio del boleto de $23.50 es simple-
mente demasiado alto; a ese precio, nadie va a ver jugar a su equipo. (Desde luego,
el ingreso también es cero si el precio del boleto es cero.)

el precio del boleto es $11.75. 2. AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 77 |
3.1 EJERCICIOS
CONCEPTOS yf@3) = es el valor (minimo/maximo)
de f.
1. Para poner la funcién cuadrética f(x) = ax* + bx + c en forma f
estandar, completamos el
2. La funcién cuadrética f(x) = a(x — h)* + k estd en forma HABILIDADES
estandar. 5-8 m Nos dan la gréfica de una funcién cuadrdtica f. (a) Encuentre
(a) La grifica de fes una pardbola con vértice (___, ). lgs coordenadas del vértice. (b) .Er.lcuentre el valor maximo o mi-
nimo de f. (¢) Encuentre el dominio y rango de f.
(b) Sia > 0, la grifica de f abre hacia . En este caso .
5. f(x) = —x*+6x—5 6. f(x) = =32 —2x+ 6
f(h) = k es el valor de f.
(¢) Sia <0, la grifica de f abre hacia . En este caso Y Y
f(h) = k es el valor de f. d N
3. La grafica de f(x) = 2(x — 3)* + 5 es una pardbola que abre / 5 \
hacia ,con su vérticeen (__, ),y
f3)= es el valor (minimo/maximo) de f. s / \ / \\
4. La grafica de f(x) = —2(x — 3) + 5 es una pardbola que abre
0l 1 X 0| 1 X
hacia ,consu vérticeen (___, ), / \ / \
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7. f(x) =2x* —4x — 1 8. f(x)=3x*+6x—1

y

ol —— <

[

|
|
/

/

——

\
\
|
|

9-22 m Nos dan una funcién cuadritica. (a) Exprese la funcién cua-
drética en forma estdndar. (b) Encuentre su vértice y su(s) punto(s)
de interseccion en x y en y. (¢) Trace su grafica.

9. f(x) = x* — 6x 10. f(x) = x* + 8x

11. f(x) = 2x* + 6x 12. f(x) = —x* + 10x
A3, f(x) = x* + 4x + 3 4. f(x) =x*—2x+2
15. f(x) = —x* + 6x + 4 16. f(x) = —x* —4x + 4
17. f(x) = 2x* + 4x + 3 18. f(x) = —3x* + 6x — 2
19. f(x) =2x> —20x + 57  20. f(x) =2x*+x— 6
21, f(x) = —4x> — 16x+3 22, f(x) = 6x* + 12x — 5

23-32 m Nos dan una funcién cuadrdtica. (a) Exprese la funcion
cuadrdtica en forma estdandar. (b) Trace su grafica. (¢) Encuentre su
valor maximo o minimo.

23, f(x) =x*+2x — 1 24, f(x) =x*—8x + 8
25, f(x) =3x* —6x + 1 26. f(x) = 5x* + 30x + 4
27. f(x) = —x* = 3x +3 28. f(x) =1—6x —x?
29. g(x) =3x* — 12x + 13 30. g(x) = 2x> + 8x + 11
3 a(x)=1—x—x2 32. h(x) =3 — dx — 4x?

33-42 m Encuentre el valor mdximo o minimo de la funcion.

33 fx) =x"+x+1 3. fx) =1+3x—x?

35. f(t) = 100 — 49t — 7% 36. f(r) = 10> + 40r + 113
37. f(s) =s* — 125 + 16 38. g(x) = 100x* — 1500x

2
39. h(x) =i +2x — 6 40. f(x) = —% +2x+7
41. f(x) =3 — x — 5x° 42. g(x) = 2x(x — 4) +7

43. Encuentre una funcién cuya grafica es una pardbola con vértice
(1, —2) y que pasa por el punto (4, 16).

44. Encuentre una funcién cuya grafica es una parabola con vértice
(3, 4) y que pasa por el punto (1, —8).

45-48 m Encuentre el dominio y rango de la funcién.

45. f(x) = —x*+ 4x -3 46. f(x) =x*—2x—3

47. f(x) = 2x* + 6x — 7 48. f(x) = —3x* + 6x + 4

#49-50 m Nos dan una funcién cuadratica. (a) Use una calculadora
~ graficadora para hallar el valor mdximo o minimo de la funcién cua-

drdtica f, correcta a dos lugares decimales. (b) Encuentre el valor
exacto mdximo o minimo de f; y compdrelo con su respuesta de la
parte (a).

49. f(x) = x>+ 1.79x — 3.21

50. f(x) =1+ x — V2x?

51-54 m Encuentre todos los valores maximo y minimo de la fun-
cién cuya grifica se muestra.

51. y 52. y

|
\
\

—
_—

53. y 54. y

—
[

-
|—

/

\ /
/

!

= 55-62 m Encuentre los valores maximo y minimo locales de la fun-
cion y el valor de x en el que se presenta cada uno. Exprese cada

respuesta correcta a dos lugares decimales.

55. f(x) =x° —x
56. (x)=3+x+x -x°
57. g(x) = x* — 2x* — 11x?
58. g(x) = x° — 8x* + 20x
59. U(x) = xV6 — x
60. U(x) = xVx — x?

1 — 2
61. V(x) = ——

x
1

62. V(x) =

x*+x+1

APLICACIONES

63. Altura de una pelota Si una pelota es lanzada directa-
mente hacia arriba con una velocidad de 40 pies/s, su altura (en
pies) después de ¢ segundos estd dada por y = 40t — 16¢%. ;Cudl
es la altura maxima alcanzada por la pelota?



4

64. Trayectoria de un balén Un balén es lanzado por un

65.

66.

67.

68.

69.

campo desde una altura de 5 pies sobre el suelo, a un dngulo de
45° con la horizontal, a una rapidez de 20 pies/s. Puede dedu-
cirse por principios fisicos que la trayectoria del balén estd mo-
delada por la funcién

32

- +x+5
(20)2)6 X

y =

donde x es la distancia en pies que el balén ha recorrido hori-

zontalmente.

(a) Encuentre la maxima altura alcanzada por el balén.

(b) Encuentre la distancia horizontal que el balén ha recorrido
cuando cae al suelo.

Ingresos Un fabricante encuentra que el ingreso generado
por vender x unidades de cierta mercancia estd dado por la fun-
cién R(x) = 80x — 0.4x% donde el ingreso R(x) se mide en déla-
res. ;Cudl es el ingreso mdximo, y cudntas unidades deben fa-
bricarse para obtener este maximo?

Ventas Un vendedor de bebidas gaseosas en una conocida
playa analiza sus registros de ventas y encuentra que si vende x
latas de gaseosa en un dia, su utilidad (en d6lares) estd dada por

P(x) = —0.001x> + 3x — 1800

(Cudl es su utilidad maxima por dia, y cudntas latas debe ven-
der para obtener una utilidad maxima?

Publicidad La efectividad de un anuncio comercial por tele-
visiéon depende de cudntas veces lo ve una persona. Después de
algunos experimentos, una agencia de publicidad encontr6 que
si la efectividad E se mide en una escala de 0 a 10, entonces

2

-2, _ 1
E(n) =3n —on
donde 7 es el nimero de veces que una persona ve un anuncio
comercial determinado. Para que un anuncio tenga maxima
efectividad, ;cudntas veces debe verlo una persona?

Productos farmacéuticos Cuando cierto medicamento
se toma oralmente, la concentracién de la droga en el torrente
sanguineo del paciente después de ¢ minutos estd dada por

C(#) = 0.06¢ — 0.0002#, donde 0 < 7 < 240 y la concentracién se
mide en mg/L. ;Cudndo se alcanza la maxima concentracion de
suero, y cudl es esa mdxima concentracion?

Agricultura El nimero de manzanas producidas por cada
arbol en una huerta de manzanos depende de la densidad con
que estén plantados los drboles. Si n drboles se plantan en un
acre de terreno, entonces cada drbol produce 900 — 9n manza-
nas. Por lo tanto, el nimero de manzanas producidas por acre es

A(n) = n(900 — 9n)

70

71
alt
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(Cudntos darboles deben plantarse por acre para obtener la
maéxima produccién de manzanas?

. Agricultura En cierto vifiedo se encuentra que cada una de
las vides produce unas 10 libras de uvas en una temporada
cuando unas 700 vides estdn plantadas por acre. Por cada vid
individual que se planta, la produccién de cada vid disminuye
alrededor de 1%. Por lo tanto, el nimero de libras de uvas pro-
ducidas por acre estd modelado por

A(n) = (700 + nY10 — 0.01n)

donde n es el nimero de vides adicionales. Encuentre el nimero
de vides que deben plantarse para llevar al maximo la produc-
cién de uvas.

-74 m Use las féormulas de esta seccidn para dar una solucién
ernativa al problema indicado en Enfoque sobre modelado: Mode-

lado con funciones en las paginas 239-248.

71. Problema 21 72. Problema 22
73. Problema 25 74. Problema 24
75. Cercar un corral para caballos Carol tiene 2400 pies

76.

de maya para cercar un corral rectangular para caballos.

(a) Encuentre una funcién que modele el drea del corral en tér-
minos del ancho x del corral.

(b) Encuentre las dimensiones del rectangulo que lleve al
méximo el drea del corral.

Hacer un canal para agua de lluvia Un canal para

agua pluvial se forma doblando hacia arriba los lados de una la-

mina metélica rectangular de 30 pulgadas de ancho, como se ve

en la figura.

(a) Encuentre una funcién que modele el area de seccién trans-
versal del canal en términos de x.

(b) Encuentre el valor de x que lleve al mdximo el drea de la
seccidn transversal del canal.

(¢) (Cudl es la maxima drea de la seccidn transversal del canal?

//

| =k pulg.

——— \Z
_
-
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*.77.

78.

Ingresos en un estadio Un equipo de béisbol juega en

un estadio con capacidad para 55000 espectadores. Con el

precio del boleto en $10, el promedio de asistencia en partidos

recientes ha sido de 27000. Un estudio de mercado indica que

por cada délar que disminuye el precio del boleto, la asistencia

sube en 3000.

(a) Encuentre una funcién que modele el ingreso en términos
del precio del boleto.

(b) Encuentre el precio que lleve al mdximo los ingresos por
venta de boletos.

(¢) (Qué precio del boleto es tan alto como para no generar in-
gresos?

Maximizar utilidades Una sociedad observadora de aves
en cierta comunidad hace y vende alimentadores sencillos de
aves, para recaudar dinero para sus actividades de conservacion.
Los materiales para cada alimentador cuestan $6, y la sociedad
vende un promedio de 20 por semana a un precio de $10 cada
uno. La sociedad ha estado considerando elevar el precio, de
modo que lleva a cabo un estudio y encuentra que por cada do-
lar de aumento, pierde 2 ventas por semana.
(a) Encuentre una funcién que modele las utilidades semanales
en términos del precio por alimentador.
(b) (Qué precio debe cobrar la sociedad por cada alimentador
para maximizar las utilidades? ;Cudles son las utilidades
méximas semanales?

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

79.

80.

Vértice y puntos de interseccion enx Sabemos que
la gréfica de la funcién cuadrdtica f(x) = (x — m)(x — n) es una
pardbola. Trace una grifica aproximada del aspecto que tendria
esa pardbola. ;Cudles son los puntos de interseccion en x de la
gréfica de f? Puede el lector saber de su gréfica ;cudl es la
coordenada x del vértice en términos de m y n? (Use la simetrfa
de la pardbola.) Confirme su respuesta al expandir y usar las
férmulas de esta seccién.

Maximo de una funcién polinomial de cuarto
grado Encuentre el valor méximo de la funcién

f)=3+42x

[Sugerencia: Seat = x.]

3.2 FUNCIONES POLINOMIALES Y SUS GRAFICAS

Graficar funciones polinomiales bdsicas » Comportamiento en los extremos y el
término principal » Uso de ceros para graficar funciones polinomiales B Forma de la
gréfica cerca de un cero P> Méximos y minimos locales de funciones polinomiales

En esta seccién estudiamos funciones polinomiales de cualquier grado, pero antes de
trabajar con funciones polinomiales, debemos estar de acuerdo con cierta terminologia.

Los nimeros ay, a,, a., ..

o9

El nimero a, es el coeficiente constante o término constante.

FUNCIONES POLINOMIALES
Una funcién polinomial de grado n es una funcion de la forma
P(x) =ax"+a, x" '+ -+ ax+ a

donde 7 es un entero no negativo y a,, # 0.

a, se llaman coeficientes del polinomio.

El nimero a,, el coeficiente de la mayor potencia, es el coeficiente principal, y
el término a,x" es el término principal.

Con frecuencia nos referimos a funciones polinomiales simplemente como polinomios.
El siguiente polinomio tiene grado 5, coeficiente principal 3 y término constante —6.

Coeficiente
principal 3

Término principal 3x°

Grado 5 Término constante —6

3+ 6xt =23+ X2+ Tx— 6

Coeficientes 3,6,—2,1,7 y —6




YA

LN

punto singular
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A continuacién veamos algunos ejemplos mds de funciones polinomiales.

P(x) = Grado 0
Ox) =4x =7 Grado 1
R(x) = x* + x Grado 2
S(x) = 2x" — 6x* — 10 Grado 3

Si un polinomio estd formado por un solo término, entonces se llama monomio. Por
ejemplo, P(x) = x’ y Q(x) = —6x° son monomios.

V Graficar funciones polinomiales basicas

Las gréficas de polinomios de grado 0 o 1 son rectas (Seccién 1.12), y las graficas de poli-
nomios de grado 2 son parabolas (Seccién 3.1). Cuanto mayor sea el grado de un polinomio,
mds complicada puede ser su gréfica. No obstante, la grifica de una funcién polinomial
es continua. Esto significa que la grafica no tiene puntos singulares ni huecos (vea Figura
1). Ademas, la gréfica de una funcién polinomial es una curva sin irregularidades; esto es,
no tiene esquinas ni puntos agudos (ctspides) como se muestra en la Figura 1.

sin irregularidades
y continua

A
sin irregularidades

cuspide .
y continua

esquina

No es gréfica de una

a - N7

Grafica de una funcién

I x

No es gréfica de una Grifica de una funcién

funcién polinomial funcién polinomial polinomial polinomial
FIGURA 1
Las funciones polinomiales mds sencillas son las definidas con monomios P(x) = x",
cuyas graficas se ven en la Figura 2. Como lo sugiere la figura, la gréfica de P(x) = x” tiene
la misma forma general que la gréfica de y = x* cuando n es par y la misma forma general
que la gréfica de y = x* cuando n es impar. Sin embargo, cuando el grado n es m4s grande,
las graficas se aplanan alrededor del origen y son mds pronunciadas en otras partes.
i YA YA YA YA
1+ 1+ 1+ 1+ 1+
0 1 X 0 1 X 0 1 X 0 1 X ' 0 i ;
(@) y=x (b) y=x? ©y=x @ y=x* e y=u

FIGURA 2 Graficas de monomios

EJEMPLO 1 | Transformaciones de funciones monomiales
Trace las graficas de las siguientes funciones.

@) Px) = —x° (b) O(x) = (x — 2)*

(¢) R(x) = —2x>+ 4
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LAS MATEMATICAS EN
EL MUNDO MODERNO

Curvas paramétricas

A — -

Una curva paramétrica es una larga tira
de madera que se curva al mismo
tiempo que se mantiene fija en ciertos
puntos. En el pasado, los constructores
de barcos empleaban curvas paramé-
tricas para crear la forma curva del
casco de un bote. Las curvas paramétri-
cas también se usan para hacer las cur-
vas de un piano, un violin o la boca de
salida de una tetera.

K=" ¥

Unos mateméticos descubrieron
que se pueden obtener formas de cur-
vas paramétricas al unir piezas de poli-
nomios. Por ejemplo, puede hacerse
que la grafica de un polinomio cuibico
se ajuste a puntos especificos si se
ajustan los coeficientes del polinomio
(vea el Ejemplo 10).

Las curvas obtenidas en esta forma
reciben el nombre de curvas paramé-
tricas cubicas. En los modernos progra-
mas de disefo por computadora, como
el Adobe lllustrator o el Microsoft Paint,
se puede trazar una curva al fijar dos
puntos y luego usar el ratén para arras-
trar uno o mas puntos de ancla. Mover
los puntos de ancla significa ajustar los
coeficientes de un polinomio cubico.

SOLUCION  Usamos las graficas de la Figura 2 y las transformamos usando las técni-
cas de la Seccion 2.5.

(a) La gréfica de P(x)= —x’ es la reflexién de la grafica de y = x” a través del eje x,
como se ve en la Figura 3(a) siguiente.

(b) La gréfica de Q(x) = (x — 2)* es la grifica de y = x* desplazada 2 unidades a la de-
recha, como se ve en la Figura 3(b).

(¢) Empezamos con la grifica de y = x°. La gréfica de y = —2x° se obtiene alargando
la gréifica verticalmente y reflejdndola a través del eje x (vea la gréifica azul de trazos
interrumpidos de la Figura 3(c)). Finalmente, la grafica de R(x) = —2x° + 4 se obtiene
al desplazar 4 unidades hacia arriba (vea la grafica azul claro en la Figura 3(c)).

FIGURA 3

& AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 5 |

¥ Comportamiento en los extremos y el término principal

El comportamiento en los extremos de una funcién polinomial es una descripcién de lo
que ocurre cuando x se hace grande en la direccion positiva o negativa. Para describir el
comportamiento en los extremos, usamos la siguiente notacion:

X — 00 significa “x se hace grande en la direccion positiva”

X — —00 significa “x se hace grande en la direccién negativa”

Por ejemplo, el monomio y = x* en la Figura 2(b) tiene el siguiente comportamiento en los
extremos:

y—o00 cuando x— o0 y y—o00 cuando x— —o0

El monomio y = x’ en la Figura 2(c) tiene el siguiente comportamiento en los extremos:

y—o00 cuando x— 00 y y— —o0 cuando x— —00

Para cualquier funcién polinomial el comportamiento en los extremos estd determinado por
el término que contiene la mayor potencia de x porque, cuando x es grande, los otros térmi-
nos son relativamente insignificantes en magnitud. El cuadro siguiente muestra los cuatro
posibles tipos de comportamiento en los extremos, con base en la potencia superior y el
signo de su coeficiente.
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COMPORTAMIENTO EN LOS EXTREMOS DE POLINOMIOS

El comportamiento en los extremos de la funcién polinomial P(x) = a,x" + a,_x" '+ -+ + a\x + a, estd
determinado por el grado n y el signo del coeficiente principal a,, como se indica en las gréaficas siguientes.

P tiene grado impar

y — oo cuando
X — —00

y — oo cuando

y — oo cuando
X — —00

P tiene grado par

y — oo cuando
X — 00

YA x—»{f%/
TS

4/ A / YA / YA

\y‘
AR

. - . S
. “Ta -~ ’ \

sl . RS ’
<= ) ~d-
\ 1

y — —o0 cuando
X — —00

Coeficiente principal positivo  Coeficiente principal negativo

0 = v 0 5 0 e

y — —o0 cuando y — —o0 cuando y — —o0 cuando
X — 00 X — —00 X — 00

Coeficiente principal positivo  Coeficiente principal negativo

FIGURA 4
P(x) = —2x* + 5x* + 4x — 7

EJEMPLO 2 | Comportamiento en los extremos de una funcién
polinomial
Determine el comportamiento en los extremos de la funcién polinomial
Plx)= —2x* +5x + 4x — 7
SOLUCION  La funcién polinomial P tiene grado 4 y coeficiente principal —2. Por lo

tanto, P tiene grado par y coeficiente principal negativo, de modo que tiene el siguiente

comportamiento en los extremos:
y— —0oo0 cuando x— 00 y y— —o0 cuando x— —o0

La grafica de la Figura 4 ilustra el comportamiento en los extremos de P.
30

DN}

y — —oo cuando
X — —00

y — —oo cuando
X— 00

y

2. AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |

EJEMPLO 3 | Comportamiento en los extremos de una funcién

polinomial

(a) Determine el comportamiento en los extremos de la funcién polinomial
P(x) = 3x° — 5x° + 2x.

(b) Confirme que Py su término principal Q(x) = 3x° tienen el mismo comportamiento
en los extremos al graficarlos juntos.

SOLUCION

(a) Como P tiene grado impar y coeficiente principal positivo, tiene el siguiente com-
portamiento en los extremos:

y—o00 cuando x— 00 y y— —oo cuando x— —o0
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(b) La Figura 5 muestra las graficas de Py Q en rectangulos de vista progresivamente
mas grandes. Cuanto mds grande sea el rectingulo de vista mds se asemejan las gra-
ficas. Esto confirma que tienen el mismo comportamiento en los extremos.
1 2 50 10 000
N AwNRY/AwERYa
” I I
-1 -2 —50 —10 000
FIGURA 5
2. AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 41 |

P(x) = 3xX — 58 + 2x

o(x) = 3x°

Para ver algebraicamente por qué P y Q del Ejemplo 3 tienen el mismo comporta-
miento en los extremos, factorice P como sigue y comparelo con Q.

5 2
P(x =3x5(1—+> x) = 3x°
@) sitia) oW
Cuando x es grande, los términos 5/3x> y 2/3x* estén cercanos a 0. Entonces, para x grande,
tenemos
P(x) = 3x°(1 — 0 — 0)=3x" = Q(x)

Por lo tanto, cuando x es grande, P y Q tienen aproximadamente los mismos valores.
También podemos ver esto numéricamente si hacemos una tabla como la siguiente.

x P(x) 0(x)

15 2261 280 2278125
30 72 765 060 72 900 000
50 | 936875100 | 937 500 000

Si analizamos el caso cuando x — —, observaremos que el comportamiento de ambas
funciones también coincide en este extremo.

Por el mismo razonamiento, podemos demostrar que el comportamiento en los extre-
mos de cualquier funcién polinomial estd determinado por su término principal.

V Uso de los ceros para graficar funciones polinomiales

Si P es una funcién polinomial, entonces ¢ se denomina cero de P si P(c) = 0. En otras
palabras, los ceros de P son las soluciones de la ecuacién polinomial P(x) = 0. Observe que
si P(c) = 0, entonces la grafica de P tiene un punto de interseccién con el eje x en x = ¢, de
modo que los puntos de interseccién con el eje x de la grafica son los ceros de la funcién.

CEROS REALES DE FUNCIONES POLINOMIALES
Si P es un polinomio y ¢ es un nimero real, entonces los siguientes son equivalentes:

. cesun cero de P.
. x = c es una solucién de la ecuacién P(x) = 0.

. x — c es un factor de P(x).

A W N =

. ¢ es un punto de interseccion con el eje x de la gréafica de P.

Para hallar los ceros de un polinomio P, factorizamos y usamos la Propiedad del Pro-
ducto Cero (vea pégina 47). Por ejemplo, para hallar los ceros de P(x) = x* + x — 6,
factorizamos P para obtener

Px)=(x—2)(x +3)
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Desde esta forma factorizada podemos ver facilmente que

1. 2 es un cero de P.

2. x = 2 es una solucién de la ecuacién x> + x — 6 = 0.
3. x — 2 es un factor de x> + x — 6.

4. 2 es un punto de interseccion en x de la gréafica de P.

Los mismos datos son verdaderos para el otro cero, —3.
El siguiente teorema tiene numerosas e importantes consecuencias. (Vea, por ejemplo, el
Proyecto de descubrimiento). Aqui lo usamos para ayudarnos a graficar funciones polinomiales.

TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO PARA FUNCIONES POLINOMIALES

Si P es una funcién polinomial y P(a) y P(a) tienen signos contrarios, entonces
existe al menos un valor de ¢ entre a y b para el cual P(c) = 0.

YA
POIT y =P |
\
a L
0 { c b ¥
\
Pla)+ ‘
]
FIGURA 6

No demostraremos este teorema, pero la Figura 6 muestra por qué es intuitivamente plausible.
Una consecuencia importante de este teorema es que, entre cualesquier dos ceros sucesivos,
los valores de una funcién polinomial son todos positivos o todos negativos. Esto es, entre dos
ceros sucesivos la grafica de un polinomio se encuentra enteramente arriba o enteramente
abajo del eje x. Para ver por qué, suponga que ¢, y ¢, son ceros sucesivos de P. Si P tiene va-
lores positivos y negativos entre ¢; y ¢,, entonces por el Teorema del Valor Intermedio, P debe
tener otro cero entre ¢; y ¢,. Pero eso no es posible porque ¢, y ¢, son ceros sucesivos. Esta
observacion nos permite usar las siguientes guias para graficar funciones polinomiales.

GUIAS PARA GRAFICAR FUNCIONES POLINOMIALES

1. Ceros. Factorizar la funcién polinomial para hallar todos sus ceros reales;
estos son los puntos de interseccion con el eje x de la gréfica.

2. Puntos de prueba. Hacer una tabla de valores para la funcién polinomial.
Incluir puntos de prueba para determinar si la grafica del polinomio se encuentra
arriba o abajo del eje x sobre los intervalos determinados por los ceros. Incluir
el punto de interseccién en y en la tabla.

3. Comportamiento en los extremos. Determinar el comportamiento en los

extremos del polinomio.
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Graficar. Localizar los puntos de interseccion y otros puntos que se encuen-
tren en la tabla. Trazar una curva sin irregularidades que pase por estos puntos
y exhibir el comportamiento en los extremos.

EJEMPLO 4 | Usar los ceros para graficar una funcién polinomial
Trace la gréfica de la funcién polinomial P(x) = (x + 2)(x — 1) (x — 3).

SOLUCION Los ceros son x = —2, 1 y 3. Estos determinan los intervalos (—eo, —2),
(=2, 1),(1, 3) y (3, ). Usando puntos de prueba en estos intervalos, obtenemos la infor-
macién en el siguiente diagrama de signos.

Punto de Punto de Punto de Punto de
prueba prueba prueba prueba
x=-3 x=-1 w=2 x=4
P(-3)<0 P(-1)>0 P(2)<0 P3)>0
-2 1 3
Signo de 1 | | -
P(x) = (x +2)(x — 1)(x — 3) — + — +
Gréfica de P abajo del arriba del abajo del | arriba del

eje x eje x

eje x eje x
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